PRELEGEREA 5
STATICA CADRELOR

5.1 Elementesi ansambluri structurale

Bara de cadru (spaial) este elementul structural/finit put prin suprapunerea efectelor
defornirii elastici ca abreasi grinda continua (ipoteza micilor deformd), avand lungimed.,
modulul de elasticitate, constal, aria segunii transversale, constantA, si doua momente de
inenie ale segunii transversale, raportate la ditide principale, constanté; si |,.

Pentru bara de cadru plan, comportarea la defornpaate fi studidit prin raportarea
parametrilor proprii, principald;, dz, d3, ds, ds, ds si secundariy, f,, f3, f4 fs, fs la un reper propriu,
definit de axax, dispud longitudinal elementulusi axay, dispud normal la axa longitudinala
acestuia, precuri de o a treia a¥ z (normak la planul format de primele dawaxe), figura 5.1; la
axele acestui reper se raportegiznomentul de ingie caracteristic,.
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Figura 5.1 Bara de cadru plan in sistemul de axe propgiu

Ecuaia de echilibru static a barei de cadru plaira fluarea in considerare a influen
deformaiilor din efortul de lunecare, stabiitprin metodele staticii structurilor sau metoda
elementelor finite, este dadle relaia 5.1.1a .
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sau in exprimare matricéaatompaci, de forma (5.1.1a)

[ke] gt} ={}
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unde: [ke] este matricea de rigiditate a barei de cadru g@portad la parametrii propriigy, dp, ds,
dg, ds, ds, f1, T2, f3, f4, s, f6;
{d} - vectorul deplasilor extremittilor barei de cadru plan sau parametrilor proprii
principalidy, dz, ds, ds, ds, dg;
{f} - vectorul fotelor ce agioneaz la extremititile barei de cadru plan sau parametrilor
proprii secundariy, fo, f3, f4, s, f6.

Ecuagia de echilibru static a barei de cadru plan, carda in considerare a influen
deformaiilor din efortul de lunecare, stabiliprin acelesi metodele, este date relaia 5.1.1b.
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TP o141z TP o141t Tt 141z ‘T GALZ 12 32 b(2)

unde: ¢y este coeficientul de forinal sedunii transversale; pentru gami dreptunghiulare
influenta deformdilor din efortul de lunecare este importaipentru rapoarte/h (h fiind inaltimea
segiunii transversale) egale cu 2 ... 8.

In cazul barei de cadru gjm, pentru care &m in considerargi torsiunea, comportarea la
deformare elasti; poate fi studidt prin raportarea la acglareper propriuxyz, numai @, in acest
caz, parametrii proprii principali sunt, pentrurpa extremitatel,, d,, d3 (translaii dupa x, y, 2) si
d4, ds, ds (rotiri in jurul axelorx, y, 2) iar pentru a doua extremitadg dg, dy (translaii dupa x, y, 2)
si Oho, dig, dio (rotiri Tn jurul axelorx, y, 2); cei secundari sunt, pentru prima extremitajd, fs
(forte du x, y, 2) si f4 f5 fs (momente n jurul axelox, y, z) iar pentru a doua extremitdte fg fo
(forte dug X, y, 2) si fio f11 f1o (Momente in jurul axelox, y, z). In felul acesta putem defini
termenii ecugiei matriceale de echilibru static pentru bara aléra spgaal:
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- matricea de rigiditate
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0 74 0 0 0 Z o -—Z 0 0 0 74
= = 5 - 5
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- vectorul parametrilor principali vectorul paraniler secundari
dl fl
d2 f2
d3 f3
d4 f4
d5 f5
d f
6 6
{d =1 ¢ (1}=1
7 7
d8 f8
dg f9
le f10
d11 f11
d12 f12

Structurile de tip cadru (tratate ca structuri cu noduri rigide) se potamiga dup o diregie
(putin interesante), dar de cele mai multe oriddpua direaii (cadre plane, figura 5.2) dupa trei
direqii (cadre spaale).

Pentru fiecare nod al unui cadru plan se definesc cate trei pararpetrcipali, D32, D31 si
Dgsi, primul fiind definit ca deplasare de transadu@ prima ax a reperului structurii (oknuit X),

a doua ca deplasare de translalu@ a doua axX a reperului structurii (oknuit Y) si a treia ca
rotire in in jurul celei de a treia axe a reperykibisnuit Z); pentru o structdr cu n noduri se
definesc3n parametri principali. Parametrii secundari coregptori sunt fotele nodale~3.p, F3i-1
si F3; pentru o structdrcu n noduri se defines8n parametri secundari. Parametrii sunt pozitivi
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daa vectorii ce 1i definesc au acgl@aens cu sensul pozitiv al axelor cu care surdlphisau rotesc
n sens antiorar.

sistem
Y referimia
‘ structuri
DS(FS) DS(FS)
Da(Fé) Do)
2 D4(F4) 3 /I D7)
L ]

D2(F2) D3i-1(F3i-1)
O [ paces O |osiess
1 DI(F1) il D3i-2(F3i-2) X
L
L Ee, Ae,Ie

Figura 5.2 Cadru plan in sistemul de axe structufél

Si in cazul cadrului plan, cai in cazul celui sp#l, compatibilitatea deplaslor
extremititilor elementului cu deplésle nodului de conectare al structurii este asagiur

5.2 Statica matriceali clasica
pentru analiza structurilor cu elemente de cadru plan

5.2.1 Ecuatia matriceala de echilibru static a elementului finit tip bara de cadru plan

Parametrii proprii ai extrendifilor barei de cadru plan sunt proigctgpe diregiile
parametrilor structurali afer@rai nodurilor de conectare cu ajutorul matriceitdEnsformare prin
rotire T, care are ca elemente componente, indirect, cosidivectori ai axelor proprii X si y)
definiti functie de reperul structurii{Y); in acest caz matricea de transformare prine@# poate
exprima, mai simplu, prin paznarea axei de refetihx fata de axa de refenih X, astfel:

[ cos@) sin@) O 0 0 O
—-sin(@) cos@) O 0 0 0

T= 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos@) sin@ O

0 0 0 -sin(@) cos@) O

| 0 0 0 0 0 1]

unde:a este unghiul fisurat, in sens pozitiv, de la axa de ref@rd ciatre axa de referid x
(antiorar).

Matricea de transformare prin rotire este necegantru olinerea ecugei matriceale de

echilibru static a barei de cadru plan prin raperta parametrii proprii aferg@in casi in cazul
zabreleisi/sau grinzii continue.
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5.2.2 Analiza statica a cadrului plan

Enungarea problemei: Sa se efectueze analiza statia cadrului plan (determinarea
deplagrilor nodurilor, fotelor din reazemai eforturilor din elementele finite), schema static
caracteristicile geometrige mecanice, precusi incarcarile fiind precizate pe figura 5.3.

sistem

Y referinii
structura
F=10000daN F=10000dalN DS(FS) DS(FS)
D6(F6) D9(F9)
2 D4(F4) 3 /™ DIEFT)
L. L ]

D2(F2) D11¢F11)
300cm @ D3(F3) @ /\Rizﬂq 2

DI(F1) DIOFIy X
L 1. :
1 600cm n
T T
E=240000daN/em2
Az (30x30) cm Model discret cubare de cadru plan

Figura 5.3 Structura de cadru plgnmodelul discret cu elemente finite de tipdar
Rezolvarea problemei:
Aplicatia utilizeaz notgii pentru variabilesi operatori corespunzand programului de calcul
matematic Mathcad (simbolul := araélesul de atribuire).

Etapa O, pregititoare

E:= 240000 A :=30x 30 | .= 30X 30
Conditii la limita
Dirichlet: DO1:=0 DO02:=0 D03:=0 D010:=0 DO11:=0 DO012:= 0

Neumann: Fo4:= 0 F05:=-10000 FO7:= 0 F08:= -10000

Etapa 1, stabilirea ecugei matriceale de echilibru static pentru fiecatermeent finit al
cadrului plan:

Bara 1 (figura 5.4.1)

sistem

Y Y referinti
sistem structuri
referinti
propriu  x D5(FS)
d¢f1y | =00 D6(F6)
5y . 2 D4(F4) .
2
d6(f5) D2(F2)
d2(e2 D1(F1 X
¥ @ 1 1 x (F1) H
d3(f3) !
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Figura5.4.1 Parametrii sisteme de referiaa pentru bara 1
Etapa 1.1 - prin raportare la parametrii proprii

L1 = 30(
EA 0 o EA 0
L1 L1
, 1ZED GED  -1ZET 6ED
13 L2 12 P
, OED 4ED  —6ED 2ED
2 u 2
kel:= Em EA
=2 ) 0o =2 0
L1 L1
, CIZED -6ED  12E] —6ED
1® L2 12 L
, OED Z2ED  —6ED A4ED
2 u 2
720000 0 0 720000 O 0
0 7200 1080000 O  -7200 1080000
- 0  1080000216000000 0  -1080000108000000
el=
720000 0 0 720000 O 0
0 7200 -1080000 0 7200 -1080000
0  1080000108000000 O  -1080000216000000

Etapa 1.2 - prin raportare la parametrii structurali afgren

cos(a) sin(a) O 0 0 0
=sin(a) cos(a) 0O 0 0 0
_ | o o 1 o0 0 0 -
75 = 0 0 0 cos(a) sin(a) O kl:=T1 (kelTl
0 0 0 -sin(a) cos(a) O
0 0O O 0 0 1
7200 0 -1080000 -7200 0 -1080000
0 720000 0 0 —720000 0

-1080000 O 2160000001080000 O 10800000

—7200 0 1080000 7200 0 1080000
0 —720000 0 0 720000 0

-1080000 O 1080000001080000 O 216000000

kl=
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Etapa 1.3 - prin raportare la parametrii structurali

i=1.1z ji=1..12
Kl j=kl ;KL =k, Lz
Kl 4=kl , KL o=KL . K o=KL ¢
Kl, ; =kl KL =kl 5 K1,
KL, 4=k, , KL, g=Kl, ¢ K1, =KL, ¢
Klg =kl Klp ,=klg Kl
Klg 4=kKlg,  Kly 5=kl Kl3 6=kl3 ¢
Kl, =Kl KL, =KL, , 4z
Kl, ,=kl, , KL, o=kl A€
Klg 1 :=Klg ;  Klg ,=Klg Klg 3:=Klg -
Klg 4=kl , Kl 5:=klg ¢ Klg 6=klg ¢
Klg 1 =klg 1 Klg p=Klg 5 Klg
Klg ,=Klg ,  Klg o=kl . Kl 3= Klg ¢
7200 0  -1080000 -7200 O
0 720000 0
-1080000 0  2160000001080000 O
-7200 0O 1080000 7200 O
0  -720000 O
<, | 71080000 0 108000000080000 O
- 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

—720000

720000

y <

y <

y <

—-1080000 0
0 0
10800000
1080000 O
0 0
216000000
0

O O O o o
O O O O o o
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Bara 2 (figura 5.4.2)

sistem

¥ referinti
SiStBl‘Il structura
referinti v DS(FS
propriu d2(£2) dA5(E5) D;F(F;) D;;F;;)

d3(3) d6(fs
2 ALdl(ﬂ) @ l.flL( d?i(ﬁl) x 2.1 JLD“(F“) 3¢ D7(F7)
=0
X

Figura 5.4.2 Parametrii sisteme de referia pentru bara 2

Etapa 1.1 - prin raportare la parametrii proprii

L2 = 60
EA . EA .
L2 L2
. 1ZED GEI | -1zED GED
122 L2 122 P
. GEl 4ED  6ED 2ED
ERE 2 L2
ke2:= Em EA
=R ) 0o = 9 0
L2 L2
, CIZED 61 12ED -6ED
122 LA 122 LA
, OED ZED  —6ED 4ED
2L 2 L2
360000 0 0 360000 O 0
0 900 270000 O  -900 270000
- 0  270000108000000 O  —-270000 54000000
e =
360000 O 0 360000 O 0
0  —900 -270000 O 900  -270000
0 270000 54000000 O  -27000010800000p

Etapa 1.2 - prin raportare la parametrii structurali afgren

cos(a2) sin(@2) 0 0 0 0
—-sin(a2) cos(a2) 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
a2:=C T2:= )
0 0 0 cos(a2) sin(a2) O
0 0 0 -sin(a2) cos(a2) 0O
0 0 0 0 0 1
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Ke2 =

i:=1.1:2

K24’ 2= k21’ 1

K24’ 4= k21’4

K25,4:: k22’1
K25,7:: k22’4
K26,4:: k23’1

K26,7:: k23’4

K2, :=k2

7,4 4,1

K2

7,7:: k2

4,4

K28,4:: k25’1
K28,7:: k25’4
K29,4:: k26,1

K29,7:: k26,4

K2 =

360000 0O -360000 O 0

0 900 270000 O -900 270000

0  270000108000000 0  —270000 54000000
-360000 0O 360000 O 0

0 -900 -270000 O 900  -270000

0 270000 54000000 O  -270000108000000

Etapa 1.3 - prin raportare la parametrii structurali

ji=1..12 K2i j =C

K2, g:=k2, K2, o=k,

K2, g=k2) ¢ K2, g=k2; ¢

K5 5:=K2% ;K% §7K2 4

K5 =k e K% g7k ¢

K2g g=k2; , K2g 6= k25

K2 g =k e K% og=kZ ¢

K2, g=k2, , K2, ¢=k2,

K2, g:=k2, . K2, g:=k2,

Ko 5Kg ; K 7k o

Ko g=kpe K o™k e

Ko 5:7K%; K% =K% 2

K2y g=k2; ¢ K2g o= k25 ¢
00 O 0 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0 0 0 0
0 0 360000 O 0 -360000 O 0 0
00 O 900 270000 O -900 270000 O
00 0 270000108000000 0O  —-270000 540000000
0 0 -360000 O 0 360000 0 0 0
00 O -900 -270000 O 900  -270000 O
00 0 270000 54000000 0O  -2700001080000000
00 O 0 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0 0 0 0

O O O O O O O O o o o o

63

O O O O O O O o o o o o

O O O O O O O OO O o o o




Bara 3 (figura 5.4.3)

sistem
Y referinti x
propriu
d4(f1)
d5(E5)
do(f)

d1(fl)
)
¥ d3(f3)

sistem

o =90"

siructura

Y referinti

3

®

X

®

D8(FS)
DO(F9)
™. D7(FT)

DI1I(F11)

D12(F12)
D10(F10)

X

bt )

Figura 5.4.3 Parametrii sisteme de referiaa pentru bara 3

Etapa 1.1 - prin raportare la parametrii proprii

L3 = 30!
EA EA .
L3 L3
, 1ZED GED  -ZET GED
137 L7 137 1P
, OEl 4ED  -6E] 2ED
ERE P L3
ke3:= Em EA
=R ) =A 0
L3 L3
, CIZED 61 12ED -6ED
13 L7 132 P
, OED 2EN _6ED  AED
ERE P L3
720000 0 0 720000 O 0
0 7200 1080000 O  -7200 1080000
s 0  1080000216000000 0  -108000010800000
e3=
~720000 O 0 720000 O 0
0 7200 -1080000 0 7200 -1080000
0 1080000108000000 O  -108000021600000D
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Etapa 1.2 - prin raportare la parametrii structurali

afgren

cos(a) sin(a) O 0 0 0
—sin(a) cos(a) 0 0 0 0
T 0 0o 1 0 0O O T
,\(,J(W.—E T3:= 0 0 0 cos(a) sin(@) O k3:=T3 [kKedT:
0 0 0 -sin(a) cos(a) O
0 0O O 0 0 1
7200 0 -1080000 -7200 0 -1080000
0 720000 0 0 =720000 0
_ | ~1080000 © 2160000001080000 O 10800000(
k3= 7200 0 1080000 7200 0 1080000
0 720000 0 0 720000 0
-1080000 O 1080000001080000 O 216000000

Etapa 1.3 - prin raportare la parametrii structurali

i=1.1z ji=1..12 K3i,j =C
K310,107 K31 K30 177K3 5 K3jp 157K3) 4
K310, 7= k31,4 K310, 8= k31,E K310, 9= k31'e
K311, 107 K31 K3pp 197KS, 5 K3py 157KS, 4
K311,777K3 4 K3y g7k, g K3y ¢i7K3, ¢
K315 107 K331 K3pp 177K3 5 K3y, 157K 4
K315 77K3; 4 K35 g=k3 o K3y, oi=k3y ¢
K37 107K3y 1 K37 11 7K3, 5 K3y 15:=K3,
K37, 7= k34,4 K37, g= k34,E K37' 9= k34'e
K3 107K 1 K35 117K 5 K3g 157kS 4
K38, 7= k35,4 K38, g= k35,5 K38, 9= k35'e
K3y 107 K3,1 K3 117K 5 K3y 1577 K3g
K3y ;=k35 ,  K3g gi=kdg o K3y gi=k3
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K3 =

O O O O O O O o o o o o
O O O O O O 0o o o o o o
O O O O O O o o o o o o
O O O O O O O o o o o o
O O O O O O o o o o o o

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

O O O O O

0

-7200

0

0
0
0
0
0
0
0

—720000

216000000-1080000 O
-1080000 7200 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
7200 0 1080000
0 720000 0
1080000 O
—-7200 0
0 —720000 0
1080000 O

0

720000

108000000-1080000 O

o O O O O

0
1080000

0
10800000
-1080000

0
216000000

Etapa 2, stabilirea ecugei matriceale de echilibru static a structurii:

K =KL+ K2+ Kz

1 2 3 4 5
1 7200 0| -1080000 0 0
2 0 720000 0 0 0
3 -1080000 0| 216000000 0 0
4 0 0 0 7200 0
5 0 0 0 0 720000

K=l6 0 0 0 -1080000 0
7 -7200 0 1080000 0 0
8 0 -720000 0 0 0
9 -1080000 0| 108000000 0 0
10 0 0 0 -7200 0
11 0 0 0 0 -720000
12 0 0 0| -1080000

Etapa 3, introducerea congllor la limita (cl):

Kcl =

A X X XN XN X

4,4 "4,5

54 5,5
6,4 6,5
7,4 7,5

8,4 8,5

A X X XN XN X

A X X XN XN X

9,4 9,5

4,6
5,6
6,6
7,6

8,6

A X X XN XN X

9,6

4,7 4,8

5,7 58
6,7 6,8
7,7 7,8

8,7 8,8

A X X XN XN X

9,7 9,8

4,9
5,9

6,9

8,9

A X X XN XN X

9,9
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367200
0

Kcl =

0
0

1080000270000324000000 O —270000 54000000
-360000 O 0 367200 O 1080000

0 1080000 -360000 O 0
720900 270000 0 -900 270000

-900 -270000 0 720900 -270000
270000 54000000 1080000-270000324000000

|Kel| = 157453588530709250000000000000000

—-10000

Fcl:=

-10000

Etapa 4, determinarea depl@ilor necunoscute (nec):

Dnec:= Isolvé Kc] Fgl Dnec=

0
—0.013888889
0
0
—0.013888889
0

- generarea vectorului depiagor:

Dnec1
Dnec2
Dne(‘3
Dnec
Dnec5

Dnec6

o O O

0
-0.0138889
0
0
—0.0138889

o O O
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Etapa 5 (auxiliara), determinarea foelor din reazeme:

=KD 1

0.000
10000.000
0.000
0.000
-10000.000
0.000
0.000
-10000.000
0.000
0.000
10000.000
12 0.000

OO N|O|UV|PAP|W[IN ([

—
o

[y
[y

Etapa 6 (auxiliara), determinarea eforturilor diralarele:

Bara 1
D,
b 10000.000
2 0.000
Ds 0.000
D1:= fel:= keITID1 fel=
D, -10000.00(
D, 0.000
0.000
De
Bara 2
D,
D, 0.000
0.000
De 0.000
D2:= fe2:= keZIT2Dz fe2=
D, 0.000
D, 0.000
0.000
Dy
Bara 3
D10
5 10000.000
11 0.000
D1s 0.000
D3:= fe3:= ke3T3D: fe3=
D, -10000.00(
0.000
Dg
0.000
Dg
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